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Abstract{ O(N) and parallel algorithms for forward dynamics of kinematic chains have wide range of application

such as humanoid robots and hyper-redundant manipulators. This paper presents a new algorithm based on the

Principle of Virtual Work with serial O(N) and parallel O(logN) complexities, which is comparable to the most

e�cient algorithms known.
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1 はじめに
計算量がリンク数に比例する，すなわち O(N )の順

動力学計算法 [1, 2] は特に自由度の高い機構の動力学

シミュレーションに有効である．最近では並列計算を

仮定した計算時間がO(logN )の方法も提案されている

[2, 3, 4]．これらの方法は線形代数的手法を用いたもの

[2, 4]と Articulated Body Inertia (ABI) [1]を応用し

たもの [3]に大別できる．

これに対し，本論文では仮想仕事の原理に基づく

O(N) 計算法を提案する．計算の順序を入れ替えると

O(N)個のプロセスによる並列計算でO(logN )の計算

時間を実現することもできる．この方法の特徴は，任

意の機構に適用できることと，特殊な線形代数の手法

やABIを用いず，通常の物理量だけで計算できること

である．本論文では簡単のため枝のないシリアル機構

についてシリアル・並列計算法の概略を述べる．

2 計算法の概要
2.1 リンクの追加に必要な計算

Fig.1のように，i+1個のリンクが i個の拘束によっ

て結合されたシリアルリンク系 pの先端リンク iに，拘

束 i+1を介してリンク i+1 を結合することを考える．

まずリンク kに関する以下の変数を定義する．
Ak : 慣性モーメント

bk : 速度項・重力項

fk : リンクに働く外力
��k : リンクの加速度

拘束mがリンクm � 1とリンクmの相対運動の 6

自由度のうち NCm 自由度を拘束しているとして，以

下の変数を定義する．

_rCm : 拘束点の速度

nm : 拘束力

HCm;k
4

= @rCm=@�k (k = m � 1;m)

Hm;k : HCm;kのうち拘束自由度に対応する行

リンク系 p が独立のときを考える．リンク k (k =

0;1; : : : ; i) は拘束 k; k + 1から力を受けるので，その

運動方程式は

Fig.1: Adding a link
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となる．また，拘束 m (m = 1; 2; : : : ; i)に関する拘束

条件は次式で与えられる．
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_�m = O (2)

これらをリンク 0から iについてまとめると
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となる．また�iはリンク系 p全体としての拘束を表す

行列で次のように書ける．
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ここへ拘束 i+1を介してリンク i+1を結合すると，

全体の運動方程式と運動学的な拘束式はそれぞれ 
�i O

O Ai+1

! 
��i

��i+1

!

=

 
�
T
i �

T
i+1;i

O HT
i+1;i+1

! 
N i

ni+1

!
+

 
T i

ti+1

!
(5)

 
�i O

�i+1;i H i+1;i+1

! 
��i

��i+1

!
=

 

i

hi+1

!
(6)

�i+1;i
4

=
�
O : : : O Hi+1;i

�
(7)



となる． 式 (5)を ( ��
T
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T について解き， 式 (6)

に代入すると次式を得る． 
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式 (8)の上半分より

N i = N i
i ���1i �T

i+1;ini+1 (9)

N i
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が得られる．N i
iはリンク系 pが独立であるときの拘束

力を表す．これを下半分に代入すると次式が得られる．

ni+1 = M i+1(ai ��i+1;iN
i
i) (11)
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式 (7)より�i+1;iの構造を調べると
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となっていることがわかる．これを用いて 式 (11),(12)

を計算し直すと

ni+1 =M i+1(ai+1 � Si+1;in
i
i) (15)
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となる．以上から，どの iに対しても同じ計算量でni+1
が計算できることが確認された．

次にこの結果をリンク iから 0に与え，全拘束力を

確定する． 式 (13)などを用いて 式 (9)から拘束 iに

関する部分を抜き出すと

ni = nii �M iS
T
i+1;ini+1 (17)

が得られ，ni+1 から ni を計算することができる．同

様の計算を順に拘束 1まで行うと全拘束力が計算され

る．全ての拘束力が求まると，式 (1)よりリンクの加

速度が計算される．

2.2 再帰的O(N )計算法

1. リンクに関する forward path：i = 0! N につい

てAi;A
�1

i ; bi; ti を計算．

2.拘束に関する forward path：i = 1! N について

H i;i�1;H i;i;hi と以下を計算．
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3. 拘束に関する backward path：i = N ! 1につい

て初期条件を nN = nNN として以下を計算．

ni = nii �M iS
T
i+1;ini+1 (18)

4. リンクに関する forward path：i = 0! N につい

て以下を計算．

��i = A�1i (ti +H
T
i;ini +H

T
i+1;ini+1)(19)

2.3 並列 O(logN)計算法

前節の方法では拘束を順に 1個ずつ追加していくた

め並列計算はできない．しかし，なるべく遠い拘束か

ら追加していくと，途中で現れるリンク機構が独立に

なるため並列計算が可能になる．この場合には，もと

もと複数のリンクからなるリンク系どうしを新しい拘

束で接続するため，M i;n
i
i以外の成分が次のステップ

で必要となり，全体の計算量は前節の方法よりも多い．

しかし，1回の接続に必要な計算量はもとの 2 つのリ

ンク系の大きさによらないので，リンク数が 2M 個の

とき O(M)個のプロセスで並列計算を行うと計算時間

はO(M )となる．したがって，リンク数N に対する計

算量は O(logN)である．

3 おわりに
本論文では仮想仕事の原理に基づいたリンク系の効

率的な順動力学計算法を提案した．この方法は任意の

機構に適用でき，線形代数の手法やABIを使わずにシ

リアル計算でO(N)，並列計算でO(logN)の効率を達

成している．
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