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� はじめに
力学系において速度変数に対する非可積分な拘束条件

は非ホロノミックな拘束条件と呼ばれる．例えば，二輪
移動ロボットなどの車輪型移動ロボットにおいて，車輪
が接地点において滑らないという条件，宇宙ロボットな
どにおいて，その角運動量が保存されるという条件は，
非ホロノミックな拘束条件と見なせる．このような拘束
条件によって，システムは局所的には運動の自由度を拘
束されるが，大域的にはあらゆる状態への到達が可能で
あり可制御となる場合がある．このような非ホロノミッ
クな拘束条件を持つシステムは非ホロノミックシステム
と呼ばれ，近年，活発に研究がなされてきた !"#$�"%$&．
非ホロノミックシステムはたとえ可制御であっても，

滑らかなフィードバック制御によって，目標点を漸近安
定化することができないことが知られている !"'$&．そ
こで，これまでに提案されてきたフィードバック制御則
は %つに大別される．#つは時変なフィードバック則で
あり !"($�")$&，#つは不連続なフィードバック則である
!"*$�"+$�",$&．しかし，これらの研究においては対象とす
るシステムは -�	��
� ����と呼ばれる %入力のシステ
ムに対するものがほとんどであり，一般の�入力のシ
ステムに対する研究はあまりなされていない．
本研究では，一般の�入力を持つドリフト項のない

対称アフィンシステムで表わされる非ホロノミックシ
ステムを考える．特に，入力に対応するベクトル場の
一次の ��
括弧積までを考えることで，可制御性が成り
立つシステムを対象とする．このとき，状態変数の数
は�. ���までとなる．このようなクラスの非ホロノ
ミックシステムに対して ��	����� の方法を拡張する
ことで目標状態を漸近安定化する手法を提案する．非ホ
ロノミックシステムでは ��	����� 関数の負勾配方向
の入力では目標状態以外の平衡点にもシステムが安定
化される．そこで，提案する手法では，��	����� 関数
の値を変化させない方向の入力，すなわち，��	�����
関数の値が一定となる球面の接線方向の入力を考える．
この入力はシステムに目標状態以外の平衡点を回避さ
せる．その結果，��	����� 関数の負勾配方向の入力と
組み合わせることで，システムは目標状態に漸近安定化
される．

以下，%章では対象とするシステムの定式化を行い，
'章では，このシステムに対して，目標点を漸近安定化
する時不変不連続状態フィードバック則を構成する．ま
た，制御されたシステムの安定平衡点が目標点のみとな
ることを解析により示す．(章では，具体例として，入
力変数の数が %および 'の場合を考え，数値シミュレー
ションを行い，設計された制御則の有効性を確認する．

� 対象とするシステム
次のようなシステムを考える．

/�� 0 �� !� 0 #� � � � ��& !#&

/��� 0 ���� !� � 	& !%&

ここで，状態変数 ��は入力 ��により直接制御され，状
態変数 ���は変数 ��と ��により制御される．このシステ
ムは1���	�らによって，2���� 3��
� 4���
�� として
導入された !"5$&．状態変数を
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と表わし，入力変数を � 0 "��� ��� � � � � ��$� と表わせ
ば，このシステムは次のように表現される．
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であり，����は 
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 の単位行列である．入力 ��に対
応するベクトル場を��とすると，
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となり，変数 ��は直接，入力 ��により制御される．ま
た，ベクトル場��� ��の ��
括弧積 "����$は次のよう
に計算される．
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よって，この ��
括弧積 "���� $によって，変数 ���を制
御できる．すなわち，対象とするシステムは入力に対応
するベクトル場 �� !� 0 #� � � � ��&と一次の ��
括弧積
"���� $ !� � 	& によって，状態空間の各点でその接空
間を張ることができ可制御となる．

� 制御系設計

��� 制御則の構成
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� !
& 0
#

%
!
��
���

��� .
�
���

����& !,&

を考え，次のように制御則を設計する．
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ここで，パラメータ�，�は正の定数であり，
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ただし，
� � � ��単位行列
��� � �行 	列，	行 �列の要素がそれぞれ #，�#

の� ��反対称行列
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であり，���� は次のように計算される．
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入力 ��，��は次のような意味を持つ．
#．� 0 ��のとき

/� 0 ��� � 6 !#(&

これより，���のとき
� � 6	
 ��� ��� � � � � �� � 6

したがって，システムは �� 0 6 !� 0 #� � � � ��&の���

次元の空間に漸近し，その空間上で停止する．
%．� 0 ��のとき
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これより，システムは � !
& 0 �	 0 ������ で表され
る球面上に拘束される．また，このとき，�� 0 6 !� 0
#� � � � ��&かつ � !
& 0 �	の状態は不安定となり，シス
テムは �� 0 6 !� 0 #� � � � ��&の点から遠ざかる．
以上の考察から，制御入力 ��，�� を組み合わせた

制御入力 !5&により，システムは � !
& 0 �	上を �� 0
6 !� 0 #� � � � ��&の点を避けながら移動し，�	が減少す
るに従い目標点である原点に収束すると考えられる．

��� 制御された系の振舞
入力 !5&に対する基礎式 !(&は次のようになる．
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これを解析のために次のように連続化する．
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ここで，�は正の微小な定数である．!#+&式の平衡点は
���� 0 6の点であり，!#'&式より，

���� 0 6	
 �� 0 �� 0 � � � 0 �� 0 6 !#,&

である．この平衡点近傍で !#+&式を線形化すると，次
のような形になる．
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行列 �の 6以外の固有値に関して次式が成り立つ．
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平衡点���� 0 6が安定となるためには，すべての��
の実部が負でなければならない．そのための必要条件は
!%6&式より次のようになる．�
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また，明らかに原点 !��� 0 6&は安定平衡点である．し
たがって，安定平衡点は原点近傍の�に応じた微小な領
域にのみ存在する．さらに，� � 6とすることにより，
安定平衡点は原点のみとなる．

� 数値例
前節で得れらた制御則を具体的に� 0 %，'の場合に

構成し，その有効性を数値シミュレーションによって確
認する．

��� � ! "の場合
� 0 %の場合状態変数は最大 'となる．このような

力学系としては，二輪移動ロボット，%個のホイールで
姿勢制御を行う人工衛星等がある．この種のシステム
は，-�	��
� ���� に変換され -�	��
� ����に基づく
一般的な制御則で制御系を構成できるが，ここでは，本
論文で提案する方法によって制御系を設計する．次のよ
うなシステムを考える．
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を用いて，制御則は具体的に次のようになる．
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このとき，基礎方程式は

/
 0 ��!�� . �
���
��

�&���� !%*&

となる．!%*&式をもとに� 0 #�6� � 0 )�6とし，初期値
を "��� ��� ���$ 0 "6�#� 6�#� #�6$として，数値シミュレー
ションを行った． 2���#は状態変数 
の軌跡を示してい

���� 0 6
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2����
 #� 状態変数 
 の振舞

る．システムは初期状態で平衡点���� 0 6の近傍に
あるが，入力 ��の効果ですみやかに平衡点���� 0 6
から遠ざかり，その後原点に収束している．また，2���%
に示すように，この場合入力も滑らかに 6に収束する．
原点近傍での振る舞いは近似的に解析でき，変数 ���，
�!�



��� . ���&に関して次のように表わされる !"#6$&．
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ここで，��，��，��は定数である．とくに，� � (�の
とき，!�&の領域にある状態は !��&の領域に向かい，状
態変数，入力変数とも指数的に 6に収束する．
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 '� 変数 ��� ��� ��の振舞

0 2 4 6 8 10
−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

  t

  x
21

 , 
 x

31

���

���

2����
 (� 変数 ���� ���の振舞

��� � ! #の場合
� 0 'の場合，基礎方程式 !(&によると状態変数の

数は *以下である．このような力学系の例としては，水
中ロボットがある !"+$�"##$&．ここでは次のような状態変
数の数が )のシステムを考える．
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��	�����関数：
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を用いて，制御則は具体的に次のようになる．
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このとき，基礎方程式は

/
 0 ��!�� .
����
��

��� .
����
��

���&�
��� !''&

となる．
!''&式をもとに数値シミュレーションを行った結果を

2���'～*に示す．初期値は "��� ��� ��� ���� ���$ 0 "�#�6�
�#�6� 6�6� #�6� #�6$であり，パラメータ�� �は� 0 #�6� � 0
)�6とした．2���'に示すように，システムは状態変数
��に関して円運動を行い，これに伴う ��
括弧積によっ
て，状態変数 ���，���が 6 に向かっている !2���(&．こ
のような原点付近での振舞は解析により，次のような近
似解で表わされる !� � #&．
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ここで，��，��，�は定数である．このとき，2���)よ
りシステムは指数的に原点に収束している．しかし，そ
の入力は 2���*に示すように激しく振動し，振幅一定で
周波数が指数的に増大するものとなる．制御系のこのよ
うな振舞は望ましくないため，!'(&～!'*&式をもとに，
制御則を次のように修正する．
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これにより，状態変数 
の空間内での振舞の軌跡は変わ
らないが，その入力の周期は %� �で一定となり，その
大きさは 
��

��
��
���

��

とともに 6に収束する !2���+&．

� まとめ
本論文では状態変数の数が�. ���，入力変数の数

が�の非ホロノミックシステムに対して，目標点を漸近
安定化する時不変不連続状態フィードバック則を提案し
た．対象とするシステムは，入力に対応するベクトル場
の一次の ��
括弧積によって，あらゆる状態空間の方向
に運動可能であり可制御となる．制御則は，��	�����
法をもとにし，��	�����関数の値を変えない入力成分
を用いることで構成された．このような入力成分によっ
て，システムの安定平衡点は原点のみとなる．このこと
を解析により示し，具体例に対する数値シミュレーショ
ンによって確認した．
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