
論 文

対称性を有する区分的アファインシステムにおける

リミットサイクルの解析

足立 正和† 山本 茂† 潮 俊光†

Computation of Limit Cycles in Piecewise Affine Systems

with a Symmetry

Masakazu ADACHI† , Shigeru YAMAMOTO† , and Toshimitsu USHIO†

あらまし リミットサイクルは非線形システムに見られる代表的な現象の一つである．リプシッツ連続な微分
方程式に表れるリミットサイクルは，一般に滑らかであるが，例えば，二足歩行ロボットの歩行軌道などにおい
ては，滑らかでないリミットサイクルが生じる．ハイブリッドシステムでは，離散状態の変化に伴いベクトル場
が不連続な変化を生じ，結果として滑らかでない軌道が生成されるため，上述のようなリミットサイクルが発生
する可能性がある．しかし，ハイブリッドシステムに生じるリミットサイクルの求解や安定解析は，煩雑な連立
方程式を解く必要があり，非常に困難なものとなる．そこで本論文では，ハイブリッドシステムの代表的なサブ
クラスである区分的アファインシステムに注目し，システムにある種の対称性があるとき，リミットサイクルの
求解法を提案し，さらにその安定条件を導出する．
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1. ま えが き

ハイブリッドシステムとは，連続値変数系と離散値

変数系という異なる 2 つのタイプの動特性が混在し

ているシステムである．一般的に，ハイブリッドシス

テムの軌道は連続状態と離散状態が互いに影響を及ぼ

し合いながら発展する．離散状態がある値 (又はシン

ボル)を保っている時，連続状態はその離散状態に依

存した微分方程式に従い，連続状態がある条件を満足

すると離散状態の遷移が起こる．多くの物理現象や工

学システム等は，ハイブリッドシステムとして記述可

能であり，その記述範囲は非常に広く，コンピュータ

科学やシステム制御の分野で盛んに研究が行われてい

る [1]．

ハイブリッドシステムの安定解析においては，従来

の Lyapunov の方法が適用できず，近年様々な Lya-

punov の方法を拡張した安定解析法が提案されてい
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る [2]～[5]．しかし，ハイブリッドシステムのようない

くつかのダイナミクスが混在しているシステムでは，

システム全体として平衡点を持つ（全てのサブシステ

ムの平衡点が一致する）場合というのは非常に珍しく，

結果としてリミットサイクルを発生する場合が十分考

えられる．このような軌道の解析・設計は工学的な立

場から見ても応用範囲が広く，ロボットの軌道計画問

題や，生産システムのパフォーマンス向上など多岐に

わたる [6]．

しかしハイブリッドシステムにおけるリミットサイ

クルはその性質上，一般に滑らかでなく，時間が陽に

表れ，通常の微分方程式に表れるものとは違いその

枠組みが少し異なるため問題を複雑にしている．こ

れまでの研究では，スイッチトサーバシステムに対す

るリミットサイクルの存在性と安定性 [7], [8]，リレー

フィードバックシステム，ON-OFF スイッチシステ

ムに対する，ポアンカレ写像を拡張した大域的な安定

解析 [9], [10]などが議論されており，その他にも，連

続状態のジャンプを積極的に取り入れたもの [11], [12]

や，より一般的なケースに対してはリミットサイクル

の代表点を離散時間モデルとして表現し，離散時間
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Lyapunov 関数を用いる手法 [13], [14]が提案されてい

る．しかし，リミットサイクルの求解はかなり困難で

あり，ハイブリッドシステムの代表的なサブクラスで

ある区分的アファインシステムに対しては煩雑な連立

方程式を解く必要がある．

本論文ではこの問題に着目し，ある種の対称性を持

つ区分的アファインシステムに対してその対称性を利

用することで，リミットサイクルを解析的に求めるこ

とができ，さらに漸近安定性の判別も容易に行えるこ

とを示す．

2. 区分的アファインシステム

本論文では，以下に示す区分的アファインシステム

を考える．

ẋ = Aq(t)x + Bq(t)

q(t) ∈ Q ∪ {idle} (Q := {1, 2, . . . , M}) (1)

ただし，x(t) ∈ �
n は連続状態ベクトル，q(t) ∈

Q ∪ {idle}は離散状態，Aq(t) ∈ �
n×n，Bq(t) ∈ �

n

とする．また各離散状態に対して，ẋ = Aq(t)x+Bq(t)

をサブシステムと呼ぶことにする．ここでサブシステ

ム間の切り替え (離散状態の遷移)に対して以下の仮

定を設ける．

［仮定 1］ サブシステムの切り替えは瞬時には行われ

ず，既知な idle time τid が経過した後切り替わる．ま

た idle time の間，連続状態は ẋ = Aidx + Bid（id

は idle を表す）に従う．

(1)の解空間は H = �
n ×Qによって与えられ，実

行可能な初期状態 (x0, q0) ∈ H0 ⊂ Hから始まった軌
道は，連続状態ベクトル x(t) が ẋ = Aq(t)x + Bq(t)

に沿って発展し，離散状態は切り替え集合 Si,j に連続

状態 xが含まれたときに遷移する．ここで切り替え集

合 Si,j は離散状態 iから jへの遷移が生じる集合をあ

らわし，一般的に超平面によって以下のように与えら

れ，本論文ではこれを切り替え平面と呼ぶ．

Si,j = {x ∈ �n |Ci,jx = di,j}, i, j ∈ Q (2)

［定義 1］ (1)の解 (x(t), q(t))が以下の２つの条件を

満足するとき，(x(t), q(t))は well-defined であると

いう．またこのとき，{tn}∞n=0を (x(t), q(t))の切り替

えシーケンスと呼ぶ．

(i) (x(t), q(t))は全ての t ∈ [0,∞)に対して定義で

きる．

x*1

q (t) =1
C x1 1= d

C x2 2= d

Limit cycle
q (t) = 2

q (t) = 3

q (t) = k

q (t) = k-1

C x
k-1 k-1= d

C x
k k= d

S1

S2

Sk-1

Sk

x*2

x*3

x*k

図 1 離散状態の遷移
Fig. 1 Cyclic change of discrete states.

(ii) t0 = 0, tn+1 > tn，n = 0, 1, 2, . . . となるよ

うな時系列 {tn}∞n=0 が存在し，かつ lim
n→∞

tn = ∞で
ある．

［定義 2］ (1)の解 (x(t), q(t))が well-definedで，か

つ，任意の t >= 0 に対して，x(t + T ) = x(t),

q(t + T ) = q(t) となるような T > 0 が存在する

とき，(x(t), q(t))は周期解であるという．

［定義 3］ (1)の解 (x(t), q(t))が well-definedで，か

つ，周期解であるとき，その十分小さな近傍に別の

well-defined な周期解が存在しなければ，(x(t), q(t))

はリミットサイクルであるという．

ここで，(1) の解が k 回のサブシステムの切り替

えを伴うリミットサイクルであるとき，一般性を失

うことなくサブシステムの遷移が図 1に示すように

1 → 2 → · · · → k → 1 → 2 → · · · となるようにサ
ブシステムのインデックスを並べ替えることができる．

以下，Si,i+1を Si（i = 1, . . . , k − 1），Sk,1を Sk と

書き，x∗
i はリミットサイクルと切り替え平面 Si との

交点であるとする．このとき，(1)は 1から k までの

サブシステムのみを考えれば十分で，

ẋ = Aix + Bi

i ∈ I ∪ {idle} (I := {1, 2, . . . , k}) (3)

としてもよい．

また，あるサブシステム i ∈ Iにおいて xi(tk)から

発展する軌道は detAi |= 0を仮定すると

xi(t) = eAi(t−tk)xi(tk) +

� t

tk

eAi(t−τ)Bidτ

t ∈ [tk, tk+1] (4)

で与えられることを注意しておく．
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図 2 idle time を伴うリミットサイクル

Fig. 2 Behavior of a limit cycle with idling.

3. リミットサイクルの求解と存在性

(3)の解が k 回のサブシステムの切り替えを伴うリ

ミットサイクルであると仮定すると，リミットサイク

ルを求めるためには，以下の連立方程式を x∗
i と τ∗

i に

ついて解く必要がある．���������
��������

x∗
1 = {Fid ◦ Fk ◦ Fid ◦ Fk−1 ◦ · · · ◦ Fid ◦ F1}(x∗

1)

x∗
2 = {Fid ◦ F1 ◦ Fid ◦ Fk ◦ · · · ◦ Fid ◦ F2}(x∗

2)

...

x∗
k = {Fid ◦ Fk−1 ◦ Fid ◦ Fk−2 ◦ · · · ◦ Fid ◦ Fk}(x∗

k)

subject to Cix
∗
i+1 = di, i ∈ I (5)

ここで，写像 Fi は (4)より F(x∗
i ) = xi(τ

∗
i )となる．

従って，例えば，

detAi |= 0, i ∈ I ∪ {idle}ならば

Fi(x
∗
i ) = eAiτ∗

i

�
x∗

i + A−1
i Bi

�
−A−1

i Bi (6)

Ai = 0, i ∈ I ∪ {idle}ならば

Fi(x
∗
i ) = x∗

i + Biτ
∗
i (7)

となる．また，τ∗
i は解 (x(t), q(t))がリミットサイク

ルであるときサブシステム iが駆動している時間間隔

である (図 2)．しかし，(5)を解くのは難しく，ここ

にハイブリッドシステムにおけるリミットサイクルの

解析の困難さが現れる．そこで，本論文ではサブシス

テム間にある対称性を仮定し，そこから x∗
i と τ∗

i につ

いて成り立つ定量的な関係を用いて (5)の計算の困難

さを緩和する．

本論文では，(3)のサブシステム間において，以下

のような関係が満足されていると仮定する．

［仮定 2］ ある整数 k（ >= 1）と r（1 <= r <= k − 1）と

J ∈ �n×n が存在して，Jk = I が成り立ち，(3)のシ

ステム行列 Ai，Bi，i ∈ I ∪ {idle}に対して，次の
ような関係が成り立つ．

• i = idle

Aid = Jk−rAidJ
r, Bid = Jk−rBid

• i ∈ I
Ai = Jk−rAi−1J

r, Bi = Jk−rBi−1,

Ci, = Ci−1J
r, di = d

(8)

ここで，C : � → �
n を (3)の周期 T のリミット

サイクルとし，X∗を C(t)によって生成される解集合

（閉軌道）とする．

X∗ = {x ∈ �n |x = C(t), 0 <= t <= T} (9)

idle time を考慮して，x∗
1 ∈ Sk ∩ X∗から始まった解

は C(τid + τ∗
1 ) = x∗

2 ∈ S1 ∩ X∗ を満足し，同様に，

C(τid + τ∗
1 + τid + τ∗

2 ) = x∗
3 ∈ S2 ∩ X∗となる．サブ

システム kにおいては C(
�k

i=1(τid + τ∗
i )) = x∗

k+1 =

x∗
1 ∈ Sk ∩X∗であり，また，

�k
i=1(τid + τ∗

i ) = T で

ある．

このとき，仮定 1 の下で，リミットサイクルと切り

替え平面の交点 x∗
i とサブシステム iにとどまり続け

る時間 τ∗
i の間に以下のような定理が成り立つ．

［定理 1］ (3)の解 (x(t), q(t))がリミットサイクルで

あるとき，x∗
i+1 = Jk−rx∗

i を満足することと，全ての

離散状態における滞在時間が等しくなること，つまり

τ∗
1 = τ∗

2 = · · · = τ∗
k = τ∗であることは等価である．

(証明): 付録参照．

定理 1を用いるとリミットサイクルの求解が簡単とな

ることを以下に示す．x∗
i ∈ Si−1∩X∗に対して x∗

i+1は

x∗
i+1 = Jk−rx∗

i を満足し，τ∗
1 = τ∗

2 = · · · = τ∗
k = τ∗

であることから，detAi |= 0のとき (6)より以下の式

が成り立つ．

Jk−rx∗
i = eAiτ∗�

x∗
i + Bidτid + A−1

i Bi

�
−A−1

i Bi

(10)

ここでは議論を簡単にするため，idle timeにおけるダ

イナミクスは ẋ = Bidで与えられると仮定する．この

とき (10)から, x∗
i は次のように求めることができる．
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x∗
i =

�
Jk−r − eAiτ∗�−1�

eAiτ∗ − I
�
A−1

i Bi

+ eAiτ∗
Bidτid (11)

しかし，このままでは τ∗ が未知であるため，x∗
i は

求まらないが，x∗
i は切り替え平面 Si−1 上にあり，

Ci−1x
∗
i = di−1 を満足することから，これに (11)を

代入すると，

Ci−1

	�
Jk−r − eAiτ∗�−1�

eAiτ∗− I
�
A−1

i Bi

+ eAiτ∗
Bidτid



−d = 0 (12)

となり，(12)から τ∗
i ，(11)から x∗

i をそれぞれ求め

ることができる．さらに，定理 1 から明らかなよう

に (11)，(12)をすべての i ∈ Iについて解く必要はな
く，x∗

i については x∗
i+1 = Jk−rx∗

i から漸化的に全て

計算でき，τ∗
i (i = 1, 2, . . . , k)は全て等しく τ∗ とな

る．Aid |= 0の場合も，(11)が少し煩雑な形になるが

同様の議論ができる．

4. リミットサイクルの安定性

前節までの議論から，ハイブリッドシステムにおけ

るリミットサイクルは，切り替え平面との交点 x∗
i で

特徴付けられることが分かる．故に，その安定性は，

ある切り替え平面 Si−1 上の x∗
i からの変動が，1 周期

後，再び Si−1 に戻ってくるまでのポアンカレ写像を

考えることにより調べることが可能である．このとき，

ポアンカレ写像のヤコビ行列の全ての固有値が単位円

内に存在すれば，リミットサイクルは漸近安定である．

(3) の解がリミットサイクル X∗ であると仮定し，

図 3 に示すように，x∗
i + ∆ix

∗
i が τ∗ + ∆it 時間後

に x∗
i+1 + ∆i+1x

∗
i+1 へ写像されたとする．ここで，

x∗
i + ∆ix

∗
i（x∗

i+1 + ∆i+1x
∗
i+1）が Si−1（Si）上に存

在するように ∆i（∆i+1）を選ぶものとすると，∆ix
∗
i

と ∆i+1x
∗
i+1 の関係は以下のように与えられる．

∆i+1x
∗
i+1 = Wi∆ix

∗
i + O(∆2

i )

Wi :=

�
I −

�
Aix

∗
i+1 + Bi

�
Ci

Ci

�
Aix∗

i+1 + Bi

�
�

eAiτ∗
(13)

∆iの 2次の項 O(∆2
i )を無視すると，結局 k回の切り

替えの後 ∆ix
∗
i は，W = WkWk−1 · · ·W2W1 によっ

て写像されるので，W の全ての固有値が単位円内に

存在する場合，システムは漸近安定であることが言え

x*
i

q (t)   =i

q (t)   =idle

Si Si-1
x*
i+1

x*
i

x*
ii

r+x*
i+1 x*

i+1i+1

r+

図 3 リミットサイクルの局所安定性
Fig. 3 Local stability of a limit cycle

る．さらに，仮定 1 が成り立つとき，Wiは

Wi =

�
I −

�
Aix

∗
i+1 + Bi

�
Ci

Ci

�
Aix∗

i+1 + Bi

�
�

eAiτ∗

=Jk−r

�
I −

�
Ai−1x

∗
i + Bi−1

�
Ci−1

Ci−1

�
Ai−1x∗

i + Bi−1

�
�

eAi−1τ∗
Jr

=Jk−rWi−1J
r (14)

と変形することができ，Wi と Wi−1 の間に漸化的な

関係が成り立つ．この関係を用いることにより，W は

次のようになる．

W =WkWk−1 · · ·W2W1

=J(k−r)(k−1)W1J
r(k−1) · · · Jk−rW1J

r W1

=Jk(k−r−1)+rW1


JrW1

�k−1
=

JrW1

�k

(15)

(15)から分かるように，リミットサイクルが漸近安定

となるための十分条件は (JrW1)
k の全ての固有値が

単位円内に存在することであり，それは，JrW1 の固

有値が単位円内に存在することと等価となる，従って

定理 2 を得る．

［定理 2］ (3)の解 (x(t), q(t))がリミットサイクルで

あるとき，JrW1 の全ての固有値が単位円内に存在す

るならば，リミットサイクルは漸近安定である．

5. 数 値 例

次のような区分的アファインシステムを考える．

J =

�
−0.5 0.866

0.866 0.5

�
(J2 = I), r = 1,

A1 =

�
−1.5 −5

3.5 −2

�
, B1 =

�
−1

1

�
,

4
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A2 =

�
−1.225 3.659

−4.842 −2.275

�
, B2 =

�
1.366

−0.366

�
,

Aid = 0, Bid =

�
10

17.320

�
,

S1 =
�

x ∈ �2
��� 	 −3 −1



x = 0

�
,

S2 =
�

x ∈ �2
��� 	 0.634 −3.098



x = 0

�
ここで，idle timeは τid = 0.1とした．(11)，(12)を

数値的に解き，x∗
i+1 = Jk−1x∗

i の関係を用いることに

より，

τ∗ = 0.263, x∗
1 =

�
2.247

0.460

�
, x∗

2 =

�
−0.725

2.176

�

を得る．また，(13)から JW1 を計算し，その固有値

を調べると

JW1 =

�
0.258 0.544

0.053 0.111

�
, λ(JW1) = 0 ，0.369

となることから，全ての固有値が単位円内に存在し，

このリミットサイクルは漸近安定であることが分かる．

シミュレーション結果を図 4に示す．

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-1

0

1

2

3

4

5

6

x*2

x*1

C x = d1 1S1 :

C x = d2 2S2 :

図 4 例題における漸近安定なリミットサイクル
Fig. 4 Asymptotically stable limit cycle of example

6. む す び

ある種の対称性を有する区分的アファインシステム

に対してはリミットサイクルの求解の煩雑さが緩和さ

れ，漸近安定性の判別が容易になることを示し，数値

例により有効性を示した．

今後の課題としては，このような性質をうまく用い

ることによって，所望のリミットサイクルを実現する

ような区分的アファインシステムを設計することなど

が挙げられる．
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付 録

1. 定理 1 の証明

ここでの証明は簡単のため，idle time におけるシ

ステムが ẋ = Bid（すなわち Aid = 0）である場合を

考えるが，一般に Aid |= 0である場合でも (6)を考慮

することによって同様に証明できる．

（十分性）: 全てのサブシステムにおける滞在時間

が τ∗
0 = τ∗

1 = · · · = τ∗
k = τ∗で等しいと仮定する．時

刻 t = 0で切り替え平面 Si−1 上にある点 xi(0)から

始まった τ∗ 時間後の解 xi(τ
∗)は次式で与えられる．

xi(τ
∗) = eAiτ∗�

xi(0) + Bidτid + A−1
i Bi

�
−A−1

i Bi

= Jr
�

eAi+1τ∗�
Jk−rxi(0)+Bidτid+A−1

i+1Bi+1

�
− A−1

i+1Bi+1

�
ここで，初期値 x(0)から始まった時刻 t（ >= 0）後の

解を x(t)
���
x(0)
と表すと，上式は

xi(τ
∗)
��
xi(0)

= Jrxi+1(τ
∗)
��
xi+1(0)=Jk−rxi(0)

となる．サブシステムの切り替え順は 1 → 2 → · · · →
k → 1 → 2 · · · なので，

xi(τ
∗)
��
xi(0)

= Jrxi+1(τ
∗)
��
xi+1(0)=Jk−rxi(0)

= · · ·

· · · = Jkrxi(τ
∗)
��
xi(0)=Jk(k−r)xi(0)

= xi(τ
∗)
��
xi(0)

と な り，xi+1(0) = Jk−rxi(0)，すな わ ち x∗
i =

Jk−rx∗
i−1 を満足しながら，(3) の解 (x(t), q(t)) は

リミットサイクル X∗ となることが分かる．

（必要性）: x∗
i ∈ Si−1 ∩ X∗，x∗

i+1 ∈ Si ∩X∗ に対

して x∗
i+1 = Jk−rx∗

i という関係が満足されているリ

ミットサイクル X∗ を仮定する．x∗
i+1 が次の切り替

え平面 Si+1に到達するまでの時間 τ∗
i+1は次式を満足

する．

Ci+1

	
eAi+1τ∗

i+1

�
x∗

i+1 + Bidτid + A−1
i+1Bi+1

�
− A−1

i+1Bi+1



= di+1 = d

ここで，x∗
i+1 = Jk−rx∗

i であることを考慮して上式を

変形すると

CiJ
r
	
Jk−reAitJr

�
Jk−r

�
x∗

i +Bidτid
�
+Jk−rA−1

i Bi

�
− Jk−rA−1

i Bi



= d

⇔ Ci

	
eAit

�
x∗

i +Bidτid+A−1
i Bi

�
−A−1

i Bi



= d = di

となり，τ∗
i+1 を求めることは τ∗

i を求めることに等し

くなる． �
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